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ABSTRACT

It is exposed the theoretical
fundamentation of Wavelet
Transform, including topics as:
Multiresolution Analisys, Time-

Frequency localization,
orthonormal wavelets,
biorthogonal wavelets and

boundary conditions. Also, it is
presented the implementation
of a toolbox to process signals
through wavelet transform by

using DSP  Starter Kit
TMS320C6711, manufactured
by Texas Instruments Inc.

Matlab was used in order to
calculate the filter's coeficients,
based on the type of wavelet
used.
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1. INTRODUCCION

El analisis de sefiales exige, &
medida que las aplicaciones lo

requieren, ciertas
herramientas que las
transformadas clasicas no

cubren, como es el caso para
sefiales no estacionarias. De
aqui la necesidad de estudiar
instrumentos que se ajusten a
las caracteristicas de cada tipo
de sefal y asi mejorar su
analisis.

El presente estudio trata la
fundamentacion tedrica de
Wavelet, y la implementacion
de algoritmos en DSPs, con el
propdsito de generar una
herramienta para el modelado
y segmentacion de sefiales
mediante la Transformada
Discreta  Wavelet (DWT).



Al inicio, el articulo se dedica a la revision
conceptual de la DWT. Paso seguido, se presentan
las wavelets Ortonormales y Biortogonales, junto con
consideraciones de frontera necesarias para la
implementacion de la DWT.

Se muestra el proceso de implementacion de la
toolbox en la tarjeta de desarrollo para el DSP de
Texas Instruments TMS320C6711, con el apoyo de
Matlab para el célculo de los coeficientes de las
wavelets, segun el tipo de onda a utilizar.

Por dltimo, se presentan algunos resultados de la
puesta en practica de la herramienta y conclusiones.

2. FUNDAMENTOS DE WAVELETS Y
LOCALIZACION TIEMPO FRECUENCIA

El término wavelets, cuyo significado literal es
“pequefias ondas”, hace referencia a la caracteristica
de contar con soporte o longitud, idealmente
compacto, tanto en tiempo como en frecuencia.

Las wavelets se pueden considerar como una
herramienta matemética para la representacion,
(modelado y segmentacién) de formas de onda y
andlisis tiempo-frecuencia.

El modelado de sefiales se basa en su
representacion a partir de funciones base conocidas
[1]. Para el caso de la Transformada de Fourier, por
ejemplo, se realiza este modelado utilizando como
funciones base senos y cosenos, sin embargo,
existen otros tipos de funciones que dependiendo de
la aplicacion y de la sefial a modelar permiten una
mejor representacion.

Se entiende por segmentacion el proceso de
descomposicion de una sefial [1]. Para el caso de la
Transformada Wavelet, esta division se hace en
espacios de funciones (V,y W, ) generados a partir de

las funciones base #® y v® por medio de
combinaciones, escalamientos y traslaciones de
éstas. En este caso las dos funciones base se
denominan funcion de escala y wavelet,
respectivamente.

La generacion de los espacios de funciones esta
definida por (1).

V= 3¢, 0@t-k)=(4't-Kk) kez) jez
con base ¢#(27t) @

W, :kidjvkw(Z"t—k):@/(Z"t—k) kez) jez

con base y(2't)

Considerando los espacios de funciones definidos en
(1), se puede observar que el término 2' determina la
rapidez de cambio de las funciones ¢(t) y y(t), por
tanto este término tendra un efecto sobre la rapidez
de las ondas generadas, es decir, los espacios Vy W
tendran un ancho de banda relacionado con el factor

2" Bl término k por su parte hace referencia a

ubicacion temporal e indica en qué lugar esta
centrada la funciébn base (resolucién tiempo-
frecuencia).

3. ANALISIS MULTIRRESOLUCION

Una funcién puede ser vista como una composicion
de funciones de transiciones lentas o de
aproximaciones y de transiciones fuertes o de detalles
[5]. _

z . J ., . .
El término 2’ en la ecuacion (1) determina el nivel de

resolucion o escala bajo la cual los detalles pueden
ser discernidos, como lo muestra la fig.2.

j

ESCALA

TIEMPO k

Figura 2. Ventanas tiempo-frecuencia de la Transformada
Wavelet.

Sea f(tf) una funcibn de energia finita,
perteneciente al espacio LZ(R) (funciones de energia
finita), que se proyecta sobre el espacio Vn generado

por (#(2"t-1)) y con resolucion J="; este modelo se
denomina, f,(t).

Una alternativa para modelar f,(t), implica ir de un
nivel de baja resolucion a uno de alta, esto es posible
gracias a la propiedad de anidamiento, representada
en (2).

...... cV,cV,cV .. V... c LfR) (2)

Con base en esta propiedad, las caracteristicas
tiempo-frecuencia de los espacios V;, y con la funcién
#(t) se han planteado cinco requerimientos para el
analisis multiresolucion [5]:

A. Existe una funcion ¢2't) llamada funcion de escala
que por traslaciones forma una base ortonormal V; :

V= (p(2't-k)) @)

B. El analisis multiresolucion requiere que el espacio
V; esté contenido en todos los sub-espacios mayores
(anidamiento).

VicVia v )
C. Todas las funciones cuadrado integrables estan
incluidas en la mas alta resolucion (j— o). El menor

nivel de resolucion (j— —). N0 permite representar

ningun tipo de variacion en la sefial.
D. Invarianza a la dilatacion: Todos los espacios V;
son versiones escaladas del espacio V,.

j
F. Invarianza al corrimiento: Si f2') €V entonces

traslaciones enteras de ésta también pertenecen a V;.
f(2't-k) eV,



La representacion de la sefial fM) en el espacio
generado por la funcién de escala ¢t) se expresa
como:

f(t)= > Cyo(t-ka) (5)
k=-w

Es importante encontrar un esquema computacional
eficiente que represente la sefial 6ptimamente para lo
cual se necesita una expresion que relacione las
funciones ¢t) de diferente rapidez [1].

Se desea representar una funcion de escala rapida
como una combinacién lineal de funciones ¢t) lentas
y trasladadas. La secuencia pg, en la funcién doble
escala (6), sera la encargada de relacionar tales
funciones.

i3] Zptt-h

(6) en el dominio de la frecuencia:
dor =Py 2=

2 (7

(7) permite interpretar que la secuencia Py es un
filtro pasa-bajos, encargado del cambio de nivel en la
representacion (paso de una sefial rapida a una mas
lenta).

(6)

4. WAVELETS ORTOGONALES

Una condicién importante que tiene la funcion
wavelet (y(t)) es que presenta un determinado
nimero de momentos desvanecientes en relaciéon con
las funciones de escala, ya que permite establecer la
forma de la Wavelet y su capacidad para suprimir
determinados polinomios [7]. Finalmente se busca

construir y(t) ortogonal al espacio Vi

La funcibn de escala ¢(t) genera un andlisis
multirresolucion (AMR) en L*como sugiere (2). Para n
entero y, dado que V,.; es un sub-espacio propio de
V,, existe un sub-espacio ortogonal no trivial
complementario a este, Wy 1.

Figura 3. Representacion de los espacios ortogonales V; y
Wi

5. WAVELETS ORTONORMALES
Una funcion es ortonormal si cumple (8). De esto se
tiene que la funcién de energia finita (9) genera el
sub-espacio complementario ortogonal, W,, relativo al
AMR generado por #1). [1],[2]

o (@ —27K) =1 Vo  (8)

2

k=00

v(t)=2 (=D pp2t-k)  (9)

A continuacion se enuncian algunas funciones
de escala para generar wavelets ortonormales las
cuales son las que se implementaron en el DSP:
Funcidnes Haar , Shanon, Meyer, Spline Battle —
Lemarie, Funciones Daubechies.

6. WAVELETS BIORTOGONALES

Un hecho importante es la necesidad de contar con
una Wavelet de andlisis que realice la transformada y
otra de sintesis que reconstruya la sefial.

Para satisfacer este requerimiento se consideran el

par de Wavelets y(t) y su Wavelet dual ¥® | las
cuales se construyen mediante el principio de
dualidad [1],[2]. Esto permite intercambiar las
funciones durante la sintesis y el analisis. Es decir,
cualquiera de estas puede ser considerada como
wavelet de sintesis o de andlisis. Por tanto

(=YW, 0=2d,7,0 0

En general no se requiere que el espacio generado
por la Wavelet madre W, sea ortogonal al espacio
generado por la funcion de escala V,, solo se
requiere que

V., AW, _,={0} nez (11)

w (D) es seleccionada tal que tenga una dual w(t) ,

esto indica que el producto interno de y(t)

con 20) sea:
<V/j,k (t)v':;l,m (t)> = 5j,|5k,m
Ahora se presentan los espacios: Vgenerado por #(®)
y el espacio W generado por ¥® asi:
W, =7, (0):kez) y¥, =g, (0 :ke z> (13)

Estos espacios (V“’V”’Wn y

las siguientes condiciones:
w, LV, yw,Lv, nez (14)

hk,Iimez (12)

W”) deben cumplir con

Finalmente para hacer intercambiables ¥ () y 20
sin pasar de una representacion en el espacio

generado por o(t) a la representacién generada por

¢ () se requiere que:
w, Lv, (15)
Es decir, la suma de descomposicion ortonormal
debe ser una descomposicién ortogonal, por tanto es

conveniente que 70 sea dual a®®)

7. IMPLEMENTACION

Los anteriores numerales recopilan la descripcién
de los conceptos fundamentales, que encierra la
teoria Wavelet.



A continuacion se expone el desarrollo de una
Toolbox para la tarjeta de desarrollo del DSP de
Texas Instruments TMS320C6711, que sirve para el
andlisis, procesamiento, modelado y segmentacion
de sefiales mediante transformada wavelet.

Una de las principales caracteristicas de la
transformada wavelet, como potente herramienta
matematica para el analisis de sefiales, es la
simplicidad de calculo e implementacion. Se
presentan los algoritmos elaborados para la
implementacion realizada en el sistema de desarrollo
para el DSP TMS320C6711 de Texas Instruments,
donde las familias wavelets fueron desarrolladas
utiizando Matlab como herramienta de célculo y
comprobacion de la teoria presgniada en los
numerales anteriores.

7.1 Desarrollo en Matlab

Se planteé como uno de los principales objetivos
construir una herramienta para comprender los
principios  matematicos  involucrados en la
transformada wavelet. Por tanto, se desarrollan una a
una las familias Wavelet mencionadas anteriormente,
calculando las caracteristicas de su respuesta en
frecuencia y comprobando la complementariedad que
estas respuestas presentan.

7.2 Implementacioén en el Sistema de
Desarrollo Para DSPs.

La implementacion de la Transformada de Wavelet
se realiza en el sistema de desarrollo (DSK) para
DSPs de Texas Instruments TMS320C6711 utilizando
el lenguaje de programacion ANSI C y el software del
DSK CODE COMPOSER STUDIO (C.C.S.).

En el DSP se han programado los algoritmos de
descomposicibn y reconstruccion de sefiales
utiizando las diferentes wavelets presentadas con
anterioridad. El usuario puede elegir la familia
Wavelet a utilizar y el nUmero de descomposiciones a
realizar. Asi el sistema calcula los coeficientes de
aproximaciéon y de detalle de cada nivel de
descomposicion, permitiendo visualizar y modificar el
proceso paso a paso, utilizando las herramientas de
visualizacion y manejo de informacion que ofrece el
C.Cs.

A continuacion el sistema desarrollado permite
recuperar la sefial original a partir de los coeficientes
de aproximacién y de detalle si estos no son
alterados. En esta reconstruccion el usuario puede
modificar los coeficientes utilizados y de esta forma
realizar analisis diversos sobre las diferentes
componentes de la sefial.

La operacion en tiempo real del DSP se ha
simulado mediante un canal DMA entre el procesador
y la memoria externa del dispositivo, de esta manera
es posible analizar sefiales sintetizadas o adquiridas.

7.2.1 Algoritmo Rapido y Banco de Filtros
La transformada wavelet se realiza a una sefial de
energia finita f(t) utilizando bancos de filtros. El primer

paso consiste en representar f(t) por una funcién )

en Vo como sigue:

.0 = e, a2tk
& (16)

donde se toma como coeficientes ¢, a las muestras
discretas de la sefial f(t) . Asi el algoritmo wavelet es
aplicado a esta secuencia de coeficientes. [1], [2], [4],

[71.

7.2.1.1 Algoritmos de Descomposiciony
Recostruccion

Para hallar fa(),y,9,40) , es decir, la
descomposicion de la sefial en la aproximacion f,.4(t)
y los detalles g,.i(t), es necesario obtener las
secuencias C,.1x Y dn1 @ partir de:

dn—l‘k = Zbl—zkcn,l Cn—l,k = zal—zkcn,l
| 1 (17)

Las relaciones anteriores muestran que para el
célculo de las secuencias cn.1x Y dn1 la secuencia ¢y,
es convolucionada con las secuencias a,; y b- ,
calculando so6lo las muestras de salida de indice par.
Esta operacién se denomina sub-muestreo y es
denotado por 2+,

4'| a H 2\[’}—’611—3

b, 24 d

figura 4. Descomposicion Wavelet.

Para reconstruir (® a partir de fra(® y 910 se
debe calcular
Cox = Z{Pk—zlcn—l,l +qk—2ldn—l,l} (18)

|
Puede observarse que para desarrollar (18) como
una operacion de convolucién es necesario insertar
ceros en las muestras para | impar en Cy.q; Y dn
(Figura 5). La adicion de estos ceros a las muestras
es conocida como sobre-muestreo y se denota por

21
Cn—!"l?,/r H B }—'

d, 27T q;

Figura 5. Reconstruccién Wavelet.



7.2.2 Tratamiento de Fronteras
Clasicamente, la DWT es definida para secuencias
cuya duracion es alguna potencia de dos, pero en
general es necesario extender el nUmero de muestras
a otros tamafios.

El algoritmo basico de la DWT, esquema simple de
convoluciones y sub-muestreo, no esta limitado para
longitudes diadicas. Como es usual cuando una
convolucién se desarrolla sobre sefiales de longitud
finita, aparece distorsion en los bordes. Para tratar
esto, los bordes pueden ser procesados de forma
diferente que los otros puntos de la sefial. El presente
trabajo ha considerado varios métodos para abordar
adecuadamente este problema.

Los métodos utilizados para tratamiento de frontera
implementados en este trabajo son: Extension de
cero, simetrizacion, extension periddica.

8. RESULTADOS

Esta secciébn muestra algunas de las pruebas y

resultados de la herramienta desarrollada en
ambiente Matlab y para la DSK de Texas Instruments
para los diferentes algoritmos estudiados e
implementados.
Las tablas | a V muestran algunos de los coeficientes
de las familias wavelets implementadas. Los cuales
corresponden con las diferentes referencias, [1] y [2]
entre otras.

Tabla IV
Coeficientes secuencia doble escala gx w.
Biortonormales spline de orden_2

Q

0.08333333
-0.5000000
0.83333333
-0.5000000
0.08333333

A WNPFEORX

Tabla Vv
. Coeficientes secuencia doble escala a, w.
Biortonormales spline 2.

K Ax K Ax K Ax

1 0.68301270189 7 -0.008330249 13 0.0001602563
2 031698729810 8 -0.006098165 14 0.0001173158
3  -0.1160254037 9 0.0022320835 15 -0.000042940
4 -0.0849364905 10 0.0016339985 16 -0.000031434
5 0.03108891324 11 -0.000598084 17 0.0000115058
6 0.02275866404 12 -0.000437828 18 0.0000084228

Se probd la herramienta aplicando el tratamiento
wavelet a diversas sefiales como: senoidales con
transitorios, escalon unitario, ondas cuadradas no
estacionarias, electrocardiogramas, etc. calculando la
respuesta de la transformada a cada nivel de
descomposiciéon y comparando tales resultados con
los obtenidos por medio de los comandos disponibles
en Matlab (para aquellas que tiene implementada la
Toolbox de Matlab). Ademas se confrontaron la sefial
de entrada y su reconstruccion, sin alterar los
coeficientes wavelet, mediante el célculo del error
cuadratico medio.

Uno de los resultados obtenidos se muestra en la
Tabla VI teniendo como sefial de entrada una sefial
con duracion de 256 puntos, de tipo cuadrada, ciclo
de trabajo 50% y con amplitud entre -1 y 1. Se
observa un excelente comportamiento tanto en la
descomposicion de la sefial como en su recuperacion.
La dltima columna muestra que el error cuadratico
medio obtenido durante el proceso es reducido.

Tabla VI.
Error Cuadratico Medio Para Una Funcion Cuadrada
Entre -1y 1 con 256 Puntos

Tabla Il
Coeficientes secuencia doble escala w. Meyer 3
K PK=P-K K PK=P-K K PK=P-K
0 1.0518219488 7  -0.045387780 14 -0.003821454
1 0.6280446744 8 0.0246130788 15 -0.000817683
2 -0.049565743 9  0.0215679632 16 0.0012145042
3 -0.187661179 10 -0.015619473 17 0.0002279990
4 0.0433049518 11 -0.009032197 18 -0.000132239
5 0.0900390522 12 0.0085496312 19 -0.000197854
6 -0.034396228 13 0.0031038711 20 -0.000106925
Tabla ii
Coeficientes secuencia doble escala w. Daubechies 4
K P« K Py
0 0.32580342805130 4 -0.264507167369
1 1.01094571509183 5 0.0436163004741
2 0.89220013824676 6 0.0465036010709
3 -0.0395750262356 7 -0.014986989330
Tabla Il

Coeficientes secuencia doble escala w.
Biortonormales spline de orden 2

K PK
0 0.5
1 1

2 0.5

Coef. Trato Error
Wavelet Usados Frontera Cuadratico
Medio
Biortogonal Spline 3 15 Ceros 0.0013164
Biortogonal Spline 3 15 Periddico 0.0021215
Biortogona Spline 3 15 Simétrico 0.00246264
Biortogonal Spline 3 30 Ceros 4.0519e-006
Biortogonal Spline 3 30 Periddico 9.2102e-006
Biortogonal Spline 3 30 Simétrico 7.0328e-006
Ortonormal Meyer 2 15 Ceros 3.1023e-004
Ortonormal Meyer 2 15 Periédico 0.0010079
Ortonormal Meyer 2 15 Simétrico 2.63896e-004
Daubechies 4 -- Ceros 7.34208e-007

8.70524e-007
7.75604e-007

Periédico
Simétrico

Daubechies 4 --
Daubechies 4 --




9. CONCLUSIONES

Se recopilan los conceptos y connotaciones basicas
asociadas a la transformada wavelet. Con base en
este estudio tedrico se ha implementado una
herramienta que calcula esta transformada y permite
analizar aplicaciones en diferentes areas, en
particular en el campo de las sefales no estacionarias
gue requieran andlisis tiempo-frecuencia.

La transformada discreta de wavelet se desarrollé por
el esquema de banco de filtros, mediante
convoluciones y sub-muestreo; lo cual, para sefiales
de longitud arbitraria, presenta distorsion en los
bordes. Este problema se abordé mediante el
esquema de extension de la sefial ya que genera
resultados eficientes y simplifica su implementacion.

La herramienta implementada permite el andlisis de
sefiales con las wavelets ortonormales: Haar,
Shannon, Meyer, Battle-Lemarie, Daubechies y las
wavelets biortogonales spline. Esta herramienta se ha
disefiado combinando las ventajas para realizar
desarrollos académicos que ofrece Matlab con las
ventajas de velocidad de procesamiento que ofrecen
los DSPs, ante todo para aplicaciones que requieran
calculos en tiempo real como la clasificacion de
formas de onda, extraccién de parametros, filtrado,
discriminacién de frecuencias, entre otras.
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